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> Force moyenne :

] ——  dP : ,
Onsaitque, ), F,\; = — Force Instantannée .

Alors que , si on veut detérminer la force moyenne entre deux instant , on dit :

. AP Pe—P, mAV
E —_— = — =ma,
MmOy At tp—t At

On supposons que m est constante
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» Avant de commencer , l’idee important dans ’étude énérgetique du
pendule élastique situé dans un plan horizantale comme le montre la
figure est de prendre le plan horizantale comme niveau de réféerence

de [’énérgie potentielle de pesanteur .

» Mais pourquoi 22
Car le mouvement va étre dans le plan horizantale , et parsuite , [’Epp
s ‘annule durant tout le mouvement .

RQ: I'Epp s annule durant le mouvement du pendule élastique
horizantale , sera se differe , si le pendule est placéee dans le plan

verticale . Khaled Soubra - Terminal



» Rq a propos du systeme choisit :

v' Etude énérgétique sys: { Corps, ressort , terre } , ou,
on dit sys: { pendule éelastique , terre }

v' Etude dynamique sys : { Corps }, pourque la tension du ressort étre
une force éxterieur au systeme

Et au props du poids , on n’inclus pas la terre , pour que dans

[’étude dynamique du pendule élastique , le poids reste une force
extérieur au systeme .
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» Mouvement:

On déplace le solide (bloc de masse m) , d 'une distance X,,, , €t on le
lache sans vitesse Initiale , le solide effectue ainsi des oscillations libres

non amorties , d’ amplitudes X,,, , et de période propre T .

P s
F.d N e e
G- -
% > A X=X

A une instant t , la position de G ( centre de masse du bloc) ,
est a une position x tel que —X,,, < x < +X,, , et avec une

vitesse V .
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» Etude théorique :

1. Expression de |’eneroie mecanique :

Sys : {pendule élastique , terre } , ou { Bloc, ressort , terre }

Em = Ec + Epp + Epe = =mV? + 0 + —kx? = —mV 24+ kx? .

» Pour des oscillations libres non — amorties, c.a.d, pas
d’amortissement , cad , x,, ne diminue pas avec le temps , alors
pas d’éxistence des forces de frottement , alors systeme
enérgetiquement isole , alors conservation de [’énergie
mecanique du systeme , et parsuite , Ep, ) = Epx=x,,)
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Mais , par hypothese , pour x = x,,, ,Vy = 0 ( point A) ,alors :

Emay =0+ %kxmz = %kxm2 ,etalors Epy ) = %kxm2 comme

valeur .
Et cela pour un systeme energétiquement isoleé .

2. Equation differentielle du mouvement :

Rappel: Une équation differentielle , est une équation dont il y a la
derivé d’une fonction en relation avec la fonction , ou eégal a une
valeur ... (voir ci —apres) .
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—> — dE
> f = 0= E,, = constante :»d—:’=0,AIors:

;t( mV2+ kx )=0,

el ' ’ la valewr ~kx. 2 |
on erzve expresszon etn OVprClS avd eurz Xm :

Alors %mZVV’ + %kax’ =0 = mx'x"+hkxx'=0x"'=V, etx" = a) ,
On simplifie par V , pour obtenir , mx" + kx =0

1" k ) /4 . . r .
X'+ —x= 0, C’est une équation differentielle du seconde ordre

n k k
de la forme x +w02x=0,avecw02=gz»wo= /E , et de

W

P 2
période propre T, = = = 27 /% .
v w, est appelée pulsation propre .
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» La solution de cette équation différentielle est :

vV x = x, sin(wgt + @),oux =x,cos(wgt+ @), wy = \/%rd/s.

3. Deuxieme loi de Newton:

N
- A
Sys: { Bloc } , mouvement de translation q T =
= dﬁ Q : !K! . Q E..
=) Foxt = dt ™ . >~
-Xm O + X
4 _ _ d
A une Instant t, G est au point S m G

d’abscisse x et avec une vitesse V , les
forces agissant au bloc sont:

» Poids : mg ,
> La tension du ressort : T |

] _ R Khaled Soubra - Terminal
» La reaction normale du support N .



L, = = dPp o N
Alors mg+T + N = — , et par projection selon x , ou la deuxieme

meéthode , on prend les modules des forces comme des grandeurs
algébriques selon [’axe des x de vecteur unitaire 1 -

07+07—Ti=mx"1,

v’ car le poids et la réaction du support sont perpendiculaire a [’axe
des x , et la tension T est de sens opposé au mouvement .

» D’apreés la loi de Hook : T = kx , apres simplifié par 7,

Onobtient: —kx =mx"=mx"+kx =0 = x" + %x =0

C’est la méme éequation différentielle que dans [’étude enérgetique .
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» Relations entre V et x indépendante du temps (méthode 2)
i — %kxm2 , ( deja démontre si E,,, est conservé )
1

1

D autre part : E,, = E + Ep, = E; = E,

Alors E; = %k(xm2 — x?).

v Rg: On déduit que : %mvz = %k(xm2 —x?)=2V? = % (x,,% — x2)

- k y r
Mais wy? = = = V = +wg/ %2 — X2, ¢’est une autre méthode de

m
determiner une relation indépendante entre V et x indépendante du

temps , autre que dans [’étude des fonctions trigonométriques

» On rappelle de sa :
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» Relation indépendantes du temps entre V et x :
v" Pour les deux fonctions trigonométriques , le méme résultat .

x = X sin(wt + @) =2V = x,w cos(wt + @) ,
* On sait que cos(a)? + sin(a)? = 1
Ici a = wt + @, alors :

: vV
(sin(wt + @))? +(cos(wt + 9))?= ()2 +(—)*=1,
Ewnve DD 2 mz 2 i 2 2 2 2
Donc : 52 — ] S < +V° =X =>V-—w il =)

Bone: Vo — Lo x,2 — x2 .

v x » Tres importantes .

v x
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» Graphe des énérgies :

( x=0$Epe=O

_ _1 2
/Epe=%kx2,<x_+xm:>EPe_§kxm

e — %k(xm2 —x%), 4

1

(x =0 = E, =%kxm2

X=4+x,=>E=0

. X = _Xm = EC = 0
- Em 1 2
v" Position lorsque E. = Ep, = — =k,
v’ cad : %k(xm2 — x?) = %kx2 ,

Simplifier par : %k , pour

Xm

X
2—x2=x2=>2xZ=x,nZ:>x2=—’;L =>x =+

obtenir :

2

Xm
V2
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E (J)

Em=cte

E pe
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» Quelgues remarques:

v' Les formes des énérgies cinétique et potentielle élastique dans le cas
precédent est parabolique .

v’ Ce type de mouvement lorsque l’énérgie mécanique est consérvé
f = 0 est appelée :

» Mouvement harmonique simple ( Le nom le plus utilisé ),
» Mouvement rectiligne sinusoidale ( Nom ancienne ) ,

v" Type des oscillations associé a notre cas :
» Oscillations libres non —amorties .

v" Nature du régime dans notre cas :
» Régime libre non — amortie , ou réegime des oscillations libres non

amorties .
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> Probleme fondamentale :

v Un oscillateur mécanique verticale , est -
constitué d 'un ressort de masse négligeable , f&

E

>

<

Niveau de réference de I'enérgie
vozev tielle de pesantewr

et de constante de raideur k , suspendu a un
support de son extremite supérieur , [’ autre
extrémité est attaché a un bloc ( B ) de centre ' §
de masse G, et de masse m=0.5 kg . d

On néglige tout force de frottement .

La longueur a vide du ressort est [, = 20cm
etd = Al =5cm.

1. Détérminer la constante de raideur k du ressort .
v Sys:{Bloc}, ) Fext = 0 ( Au point d'équilibre)

A0 A

v
v

S T
mg+T =0
3 |8
Proj (1), T—mg=0=>T =mg
\ 4
b _ mg _ 0.5x10 _ mad
Alorskd =mg = k =—=——= =k =100N/m.. g
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2.

On tire ( B ) verticalement vers le bas d’une distance 0.1m, a partir de sa
position d’equilibre , et on le ldche sans vitesse initiale a [’instant ty = 0 .

» Etablir ['éequation différentielle du mouvement du bloc (B ) .

v Sol: Sys : { Pendule élastique , terre } ,

Em = Ec + Epp + Epe = SmV2 + mg(—(d + %)) + 2 k(d + x)? ,

—> — dE
ﬂ=0=>Em=cst=>d—;”=O,

= %mZVV’ — (mgd)' — (mgx)" + %ka’(d +x)=0
=> mx'x" —mgx' + kx'd + kxx' = 0, simplifier par x’,

> mx"—mg+kd+kx=0,0r,kd —mg =0, donc

n k
mx +kx=0:>x"+ax=0.
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3. Lasolution de cette équation différentielle est sous forme , x = x,,,sin(wyt + @)
determiner x,,, , wq , @ et la période propre T, .

v' Sol: C’est une équation différentielle du second ordre , et de la forme :
x" + wo?x = 0 de période propre T, = 2 ,

Wo
Mais , x = x,sin(wot + @) , alors x' = x,,,wy cos(wyt + @)

= x" = —xpwo?sin(wot + @) = —wy?x , alors x" + wy?x = 0.

y " k ! A 1 k
D’autre part, x" + —X = 0, par analogie , on déduit que wy? = >

= Wy = \/% = /% = 14.14rd /s .
Ty = 2= = 27:\/E = 2m /0—'5 = 0.147(s) .
m k 100

v Aty =0,V, =0, alors x’=0 alors x = x,, ,donc x,, = 0.1 m .
v Aty=0x=x,,alors xm=xmsin<p=>g0=§rd.

> Parsuite x = 0.1 sin(14.14 t +-) . Khaled Soubra - Terminal



> Probleme fondamentale :

Un oscillateur mécanique est constitué de deux ressorts identiques , de masses
négligeables et de constante de raideur k et dans le plan horizantale . Entre ces deux
ressorts et a leurs positions d’équilibre , on place entre eux un bloc de masse m . Les
autres extrémites des ressorts sont fixés a un support comme le montre la figure ci —

dessous . (Fig 1)

Niveau de référence de l'énérgie
potentielle de pesanteur .

(LO:K) 7 O-K
(LUK )
ﬁ-wj—w /i /

Al - O (l) Al — O ( Figl )

On tire le bloc d 'une distance x,,, , et on le lache sans vitesse initiale a
l'instant ty = 0 .
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1. A une instant t, détérminer [ ’éxpression de [’énérgie mécanique du systéme
considéree . (Fig 2)

MNiveorr ofe referernrce ofe Femeérgsie
poremrielfe oe presomfeiyr |

L ¢ Fig 2 )

_ e > CeaC Ty T NI

Sol: sys : {2 pendules élastiques , terre },

L Erp + Ep, = %mV2 + 0 +%kx2 +%kx2 = %mV2 + kx? , (car les

deux ressorts sont indentiques , alors méme valeur de k ) .

Rq : si les deux ressort ne sont pas a [’équilibre , alors
E, = %mvz + %k(Al + x)2+§k(Al — x)? , on aura le méme équation

différentielle que ci — apres .
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2. Etablir [’equation differentielle qui regit le mouvement de G .

v" Sol: ﬁzﬁ,alorsEm=cte,donc:c%"=0,

= %mZVV’ + k2xx' =0 =>mx'x"+ 2kxx' =0

:mx"+2kx=0:x"+%x=0.

> SiEp =-mV2+ k(A +x)2+ k(AL — x)? , alors

2
dj_:z . %mzvv’ + %k((Al +x)2+ (Al—x)2) =0,

Donc mx’'x" + %k(x2 + 2xAl + Al? + x2 — 2xAl + Al?) =0
ron 1 ! " 2k
Alors mx'x +5k(2(2xx) +0)=0=x t—x = 0.

> C’est une équation différentielle du second ordre et de la forme x" + wg*x = 0,

2k G 2 2
avec w, = /; et de période propre T, = w—” = 2m /% =7 /Tm .
0
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» Solution de |’equation differentielle :

, 2K
X =Xy Sn Py t+ @

ou

2K
X = X, COS Wt-l_ )
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» Oscillations libres amorties: Mouvement pseudo — periodique .

Dans le cas ou f, # 0, [’énérgie mécanique E,,, n’est pas conservé , et parsuite
E,, # cte,etE,, | avec letemps, etaussi x,, diminue avec le temps .

Alors : AE,, Wfr , t m =+ 0, Mais alors —t =77

On suppose que la force de frottement : ﬁ = —b V, avec b est une constante positive

Sys:{BIoc},ZFextzi—I;

N
— = — — e = "‘:: ";FT- ? -
fr+mg+T+N=ma . AN e o= S
2
Projection sur [’horizantale : 71 g”

—bV +0 — kx+ 0 =mx"“
Donc: mx" + kx+ bV =0 K haled Soubra - Terminal



» D’ou [’equation differentielle : x" + %x’ + %x = 0, sl b = 0 (pas de frottement) ,

on aura l’équation du mouvement periodique , d 'une pendule élastique .

> Sys: { Pendule éelastique , terre}, le plan horizantale passant par le centre de masse
G du bloc est pris comme niveau de réference de [’énergie potenielle de pesanteur .

Ep = Ec + Epp + Epp = >mV? + —kx?

C%"‘ = %mZVV’ + %kax' =mx'x" + kxx'= x'(mx" + kx) ,
D ’apres [’equation differentielle : mx" + kx + bV =0
Alors : : mx" + kx = —bV ,

Alors :
dEm 2 - = —_ -
— = X' (b)) = -b(V?) = (-=pV.V)=fr.vV

= Puissance de la force du frottement .
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> Solution :

oux =xnue 2m-cos —— |\ t+ 0@

» La pulsation devient :
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» Amortissement exponentielle :
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» Si la force de frottement est tres tres grand , et la courbe
représentant x en fonction de t , décroissant exponentiellement ,
d’une maniere tel que aucune oscillation observe , on dit que le
mouvement est aperiodique .

» Mouvement entretenu: Lorsqu’il ya des forces de frottement
supposes constantes , [’E,, diminue avec le temps , et de méme
diminue d une oscillations a une autre .

v’ Par exemple, si E,,, diminue de 4 J pendant chaque oscillation
(pendant une période) , alors il faut donner au systeme une énérgie
E = |AE,, | chaque oscillation pour compenser la perte d’'enérgie
du systeme et entretenir le mouvement .

» Pendule élastique a [’equilibre : ), Fext = 0.
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> Probleme fondamentale :

v’ Une pendule élastique horizantale est formé d’un ressort de masse négligeable
a spires non —jointives et de constante de raideur k , porte a I’ une de ces deux
extremités un bloc de masse m = 1kg , [’autre éxtrémité est fixe a un support,

comme indique la figure . O est le point d’équilibre du ressort .

Niveau de réference de l'éenérgie
potentielle de pesanteur i

v' Le bloc effectue un mouvement harmonique simple sur un segment de 10 cm . On
mesure le temps de 10 oscillations , on le trouve : 9(s). Prendre w% = 10 .
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A- On néglige les frottements . Etude théorique :

1. Etablir I'équation différentielle qui régit le mouvement de G ( centre de masse

du bloc) .

v' Sol: sys: { Pendule élastique , terre },

Em = Ec + Epp + Epp = >mV? + —kx?

ﬁ=6:dﬂ=0=>lm2VV’+12kxx’=0=>x"+£x=0.
dt 2 2 m

2. Déduire [’éxpression de la période propre T, du mouvement .

v' Sol: C’est une équation différentielle du second ordre et de la forme :

x" + wy?x =0, avec wy = \/% , et de période propre T, = i—” = Zn\/% .
0
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3. Démontrer que la solution de cette equation différentielle peut s écrit :

X = xmcos(\/%t+<p) .

v Sol:x =xmcos(\/%t+g0) =>x' = —xm\/gsin(\/%t+go)

n k n k ) .
Alors : x" = ——X, donc : x" + —X = 0, donc c’est une solution ,

C.qg.f.d

4, Deétérminer x,,, , k et @, si a l'instant t, = 0 m le bloc est en position
d’equilibre au point O , et déplace dans le sens positive .

v SLI:x=xmcos<\/§t+<p>=>O=xmcos(<p)=>g0=i§(rd).

dx . ,k k. N
V:E:_xm\/%sm( EH"p) alors VO=—xm\/%sm(go),or le bloc a une

tendance de se deplacer dans le sens positive a [’instant initial , alors Vy > 0 ,
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Alors: sin(p) < 0, car — Xm\/% < 0,donc ¢ = —g(rd) ,

» Par hypothese , le temps de 10 oscillations est 9 (s) , alors 10T, = 9, donc:

Ty = 09(s) > wy = 2 = 230~ 7.02(rd/s ) (n? = 10) .

_ i m _ N m__ m _ (0.9) _ 1x4x10
> MaisT, = 271\/: , donc: 0.9 = Zn\/: = S e k = (0.9)2

k
Alorsk = 49.38N/m .(n? =10etm = 1kg)

» Le mouvement s effectue sur un segment de longueur 10 cm , alors
2x,, = 10 cm alors x,,, = 5cm = 0.05m .

Donc : x = 0.05 cos(7.02t — =) .
2
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B- Etude expérminertale :

» On réalite les frottements ne sont pas plus négligeables et la variation de x en
fonction du temps est repréesenté par le graphe suivant :

x fem)
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1. Quelle est la nature du mouvement du bloc ? Justifier .

v' Sol: x,, diminue avec le temps, et il ya des oscillations , alors mouvements pseudo
— periodique .

2. Detérminer la pseudo —période T, et comparer la avec la période propre T, .

v’ Sol: D’apreés le graphe , ’oscillation dure 1 (s), alors la pseudo —période T est
T=1(s)>Ty=0.9(s).

3. Déterminer [’énérgie mécanique perdu pendant une période .
v Sol: Sys: { Pendule élastique , terre } ,

Puisqu’on n’a pas les valeurs de V', on peut prendre x = x,, ,
Entre 2 maximums consécutifs , il y a une et une seule pseudo période T,

Donc, on prend pour x =5 cmet x = 3 cm, i¢i E-=0 car c’est un maximum .

AEy = Enay — Em(s) = 2k(0.03)% —~k(0.05)% = - (49.38)(—0.0016) = —0.04J.
Pour chaque oscillation . Khaled Soubra - Terminal



4, Deduire la valeur de la force de frottement , si la valeur est supposé constante .

v Sol: ]szcTézAEm=Wﬁ=—fxd,entrexmzSCmetxm=36mona

d=5+4+4+3=16cm = 0.16 m, alors f =

% = £ =0.25N.
0.16

S. Detérminer la vitesse du bloc lorsqu’il passe pour la deuxieme et la troisieme
fois par la position d’équilibre ( Point O par hypothese )

v Sol: Deuxieme fois : d’aprés le graphe est pour t = g , et la troisieme fois et
pourt=T .

Pourt=§,onaE —E T)=—fxd:>%mvz—%kxm2=—f><d

m(t:—

m(e=3) .

Alors V? = 49.38(0.05)%—2(0.25)(0.05) = V = —0.313m/s , signe négatif car le
bloc a tendance a dirigé dans le sens negatif du repere d’apres le graphe .

Pourt =T, Epe=1) —Em( o7) = —fxd>=> %'mV2 —%kxm2 =—fxd

t=T

Alors V2 = 49.38(—0.04)%—2(0.25)(0.04) = V = +0.242m/s , signe positif car

le bloc a tendance a dirigé dans le sens positif du re%yére d’apres le graphe .
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C- Mouvement entretenu :
Déterminer la puissance necéssaire pour entretenir le mouvement .

Sol: Pour entretenir le mouvement , il faut donner au systeme une energie de valeur :
|AE,,,| = +0.04 J chaque oscillation .

Puissance : P = —/" = 0.04 W .
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